
Департамент образования Ярославской области

Центр образования школьников «Олимп»

Всероссийская олимпиада школьников 2010-2011 учебного года

[image: image30.jpg]



Математика, 7 класс, муниципальный этап

Решения и указания по проверке

Каждая задача оценивается в 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.


	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


1. Ответ: 28

Решение: В каждой вершине квадрата «сидят» прямые углы 4 треугольников, в каждой середине стороны – прямые углы 3 треугольников.
Указания по проверке. Просто ответ – 5 баллов. Если имеется система подсчёта, но сделана неточность, приведшая к неправильному ответу, можно поставить до 2 баллов.

2. Ответ: Да. 

Решение: Иначе жителей развитых стран плюс Лимонии больше 100%.

Указания по проверке. Просто ответ не оценивается.

3. Ответ: 101. 

Решение: 99!+100!+101!=99!(1+100+100(101)=99!(101(101. 

101 – простое число. Все остальные делители, меньше 99.
4. Ответ: 23. 

Решение: Решим более общую задачу: сколькими способами конь может из клетки a1 дойти до каждой клетки доски ровно за k ходов. Будем решать эту задачу сначала, для k = 1, затем для k = 2, k = 3, и наконец, для k = 4. Ясно, что для решения каждой новой задачи достаточно просуммировать числа, полученные на предыдущем шаге, стоящие в клетках, расположенных на расстоянии хода коня от данной клетки. В самом деле, все пути из k – 1  хода коня могут быть продолжены до данной клетки ещё одним ходом. Последовательные решения приведены на рисунках. Для наглядности на каждом рисунке оставлено предыдущее решение более светлым шрифтом.
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Итак, до клетки c5 ведёт 23 пути в 4 хода коня.


Указания по проверке. По-видимому, другой способ подсчёта ведёт к ошибке. Если предложен именно такой способ подсчёта, но сделана ошибка, ставить 3 балла. Ответ без обоснования – 1 балл.

5. Решение: Сначала покажем, что второй может не проиграть. После каждого хода первого игрока на поле остаётся нечётное число свободных клеток. Значит, где-то есть ряд из нечётного количества свободных клеток идущих подряд. Если это одна клетка между буквами А, то второй выигрывает, поставив туда букву Г. Во всех остальных случаях второй может поставить в крайнюю клетку ряда букву, которая стоит рядом. В ряду станет чётное число свободных клеток и выигрышного хода для первого игрока не будет.

	А
	
	
	А


Теперь покажем, как второй может обеспечить себе победу. Пусть первый в начале ставит букву А. Второй тут же образовывает заповедник вида:                                 

Любой ход первого в заповедник немедленно приводит к его проигрышу. Но первый рано или поздно вынужден будет пойти в заповедник, потому что второй всегда находит неопасный ход, как было отмечено выше.

Если же первым ходом первый ставит букву Г, то второй ставит букву А так, чтобы слева и справа от нее было по 3 свободные клетки. Тогда (независимо от ответа первого) он сможет образовать заповедник следующим ходом.

Указания по проверке. Если доказано только то, что второй не проигрывает, – 2 балла. Идея заповедника – 3 балла.
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Математика, 8 класс, муниципальный этап
Решения и указания по проверке

Каждая задача оценивается в 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


1. Ответ: в 4/3 раза. 
Решение: Пусть парт, на которых девочки сидят с девочками n. Тогда, девочек, сидящих с девочками: 2n. Мальчиков, сидящих с мальчиками: 4n. Девочек, сидящих с мальчиками: 4n. Мальчиков, сидящих с девочками столько же. Итак, всего мальчиков: 8n, а девочек: 6n. 

Указания по проверке. Только за ответ с примером рассадки – 2 балла.

2. Ответ: 1×33. 

Решение: Пусть размеры прямоугольника n×m. 

Тогда, общая длина проведённых линий равна 
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Умножив на 2 и раскрыв скобки, получим: 
[image: image2.wmf](
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Это равносильно равенству: 
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Т.к. 201 = 3·67, а каждая скобка слева не меньше трёх, получаем, что одна из скобок равна 3, а другая 67. Отсюда ответ.

Указания по проверке. Возможны и другие решения, основанные на переборе случаев. Если при переборе пропущен хотя бы один случай, даже не приводящий к ответу, ставить не более 3 баллов.
3. Доказательство: Пусть a – наибольшее из чисел. 

Достаточно показать, что 
[image: image4.wmf](
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Это равносильно неравенству: 
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Сокращая на положительную величину 
[image: image6.wmf]a
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, получаем верное неравенство. 

Очевидно, что все преобразования можно проводить в обе стороны.

Указания по проверке. Если не указана эквивалентность преобразований, снимать 1 балл.
4. Доказательство: Рассмотрим какой-нибудь квадрат ABCD. Пусть M, N, K, L – середины его сторон, а X – центр. Складывая числа, написанные в вершинах квадратиков, один из углов которых совпадает с углом квадрата ABCD, а противоположная вершина – X, получаем нулевую сумму, составленную из суммы чисел в вершинах A, B, C, D, удвоенной суммы чисел в вершинах M, N, K, L и учетверённого числа в точке X. Сумма чисел в вершинах M, N, K, L равна нулю, т.к. эти точки тоже лежат в вершинах квадрата. Отсюда, число, поставленное в точке X, равно нулю. Но в качестве X можно взять любую точку плоскости, что завершает доказательство.
Указания по проверке. Любая идея рассмотрения какой-то конструкции из точек, даже не доведённая до решения, оценивается от 1 до 2 баллов.
5. Ответ: пятью. 
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Решение: Проведём из точки A пять лучей, расходящихся под равными углами в 72(. На разных расстояниях от точки A перпендикулярно каждому лучу проведём отрезок, середина которого лежит на луче, а сам отрезок пересекает два соседних луча. На рисунке изображены три из пяти таких отрезков. Оставшиеся два, чтобы они не пересекали ранее проведённые, необходимо удалить достаточно далеко. Построенная таким образом система из пяти отрезков удовлетворяет условиям задачи.

Четырёх отрезков не хватит, т.к. каждый отрезок «перекрывает» менее 180 градусов обзора, видимого из A, а всего должно быть перекрыто не менее 360·2=4·180 градусов.

Указания по проверке. Только пример оценивать в 4 балла. Только оценку – в 2 балла.

Математика, 9 класс, муниципальный этап
Решения и указания по проверке
Каждая задача оценивается в 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


1. Ответ: 9504950325. 
Решение: Чтобы десятизначное число было наибольшим, надо, чтобы старший разряд был наибольший. Это возможно при М = 9. Но цифры 9 нет в полученном числе, значит, она стёрта. Буква А не может быть больше 5, иначе, она должна быть стёрта, и число окажется менее чем шестизначное. Значит, чтобы число начиналось на максимально возможные две цифры, они должны быть 95… Между первой и второй пятёркой осталось две цифры 0 и 4 (и две буквы: Т и Е). Значит,  число начинается цифрами: 950495… Вторая буква Т (цифра 0) стёрта. А последние две стёртые буквы (И и К) должны быть равны последним оставшимся цифрам (3 и 2).
Указания по проверке. Только ответ – 3 балла.

2. Ответ: Нет. 
Решение: Зачеркнём строки и столбцы, в которых находятся числа 4 и 8. Остались невычеркнутыми, по крайней мере, одна строка и один столбец. Две оставшиеся чётные цифры (2 и 6) не могут одновременно стоять и в строке и в столбце, поэтому в одной из невычекнутых линий будет стоять не более одной из этих цифр, и произведение цифр в ней делиться на 4 не будет.
Указания по проверке. Только ответ не оценивается. Чаще всего будут встречаться решения, в которых будут слова: «Пусть 8 стоит там-то, а четыре – там-то…». Такие слова должны быть подкреплены, например, возможностью перестановок строк (и столбцов), иначе, они ничего не стоят. Кроме того, в таком решении возможен случай пропуска случая, когда 4 и 8 стоят в одной строке (столбце). Нестрогие рассуждения оценивать не выше 2 баллов.

3. Ответ: 46. 

Решение: Рассмотрим участок A-B-C-D: AD ( 17, BD ≤ 12, отсюда AB ( 5. 

Тогда AK = 56 = AB + BE + EH + HK  5 + 17 + 17 + 17 = 56. 

Если AB > 5, то 56 > 56, что невозможно. 
Значит, AB = 5, откуда GJ = 17, JK = 5. 
Тогда BJ = 46.

Указания по проверке. Только ответ – 1 балл. Отдельные полезные выводы, не доведённые до конца, можно оценить в 1 – 2 балла.

4. Доказательство: 
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. Отсюда, 2b делится на a – b. a и b взаимно просты, значит, a – b и b тоже взаимно просты. Следовательно, 2 делится на a – b. 

Значит, либо a – b = 1, либо a – b = 2. 

Выразив из этих равенств b и подставив в выражения из условия, 

получим в первом случае 
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и во втором случае: 
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Указания по проверке. Если при обосновании того, что либо a – b = 1, либо a – b = 2 не используется взаимная простота, снимать 3 балла. Если потерян один случай, то ставить не выше 2 баллов.

5. Ответ: 2. 
[image: image33.jpg]



Решение: Пусть указанный четырёхугольник представлен на рисунке. Если бы угол ACD был не прямым, то площадь треугольника ACD можно было бы увеличить, повернув сторону CD относительно точки C. Аналогично, угол ABD тоже прямой. Оказывается, что четырёхугольник ABCD вписанный в окружность с центром в середине AD. Точки B и C разбивают полуокружность на три равных дуги, откуда, вписанный угол ADC равен 60 градусов. Отсюда, AD = 2CD = 2. 
Указания по проверке. Только ответ не оценивается.


Математика, 10 класс, муниципальный этап
Решения и указания по проверке

Каждая задача оценивается в 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


1. Ответ: в 2,5 раза. 

Решение: Пусть A и B – капиталы клиентов в банках в начале года (они пропорциональны количеству клиентов). 

В конце года общий капитал будет: 1,12A + 1,19B = 1,14(A+B). 

Отсюда, 2A = 5B.
Указания по проверке. Только ответ с проверкой оценивается в 3 балла. 
Только ответ – 1 балл.

2. Доказательство: Пусть a1 – наибольшее из чисел. 

Достаточно показать, что 
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Это равносильно неравенству: 
[image: image11.wmf](
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Сокращая на положительную величину 
[image: image12.wmf]1
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, получаем верное неравенство.

Очевидно, что все преобразования можно проводить в обе стороны.
Указания по проверке. Если не указана эквивалентность преобразований, снимать 2 балла.
3. Ответ: 20. 
Решение: Двигаясь от 11 к 12, затем к 13, и т.д. до 17, мы проходим полный периметр n-угольника (возможно, несколько раз) и ещё две вершины за 6 переходов. Это значит, что такие же переходы приведут нас от 4 до 10 к числу, стоящему после 17. Итак, мы видим, что последовательные числа (11 и 10) находятся на расстоянии трёх вершин. Продолжая дописывать числа по выявленным правилам, мы получим: 11, 4, 17, 10, 3, 16, 9, 2, 15, 8, 1, 14, 7, *, 13, 6, *, 12, 5, *, 11 (* означает, что мы пока не знаем этого числа). Дойдя до 11, мы заключаем, что круг закончился и всего в n-угольнике 20 вершин. Звёздочки равны, соответственно, 20, 19, 18.

Указания по проверке. Только ответ с примером расположения чисел – 1 балл.

4. Ответ: 
[image: image13.wmf]2
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Решение: Проведём из точки A высоты на стороны BC и CD. Основание одной из них (пусть M) попадёт на сторону, а второй – на продолжение стороны четырёхугольника. В самом деле, угол MAN – прямой (его стороны перпендикулярны сторонам прямого угла C), поэтому обе его стороны не могут лежать внутри прямого угла DAB, а также содержать внутри себя стороны этого же прямого угла. Углы DAM и BAN равны как углы со взаимно перпендикулярными сторонами, отсюда, равны прямоугольные треугольники DMA и BNA. Таким образом, площадь исходного четырёхугольника равна площади квадрата ANCM, диагональ которого равна 1.
Возможно счётное решение, основанное на теореме косинусов.

Указания по проверке. Скорее всего, будет приведено счётное решение. Если же использована идея равносоставленности четырёхугольника и квадрата, то даже при недоказанности некоторых фактов ставить до 5 баллов. 
5. Ответ: 172. 
Решение: Сначала укажем, как первый игрок может обеспечить себе победу. Его стратегия может быть такой: оставлять после своего хода кратное трём число конфет. Этого он может добиться, взяв сразу же число конфет, дающее остаток 2 при делении на 3. Т.к. ни одно число из разрешённых для хода не делиться на 3, второй вынужден нарушить делимость на 3 оставшегося числа конфет. При этом выиграть он не может, т.к. 0 кратен 3. Первый же всегда может делать нужный ход, т.к. 1 или 2 конфеты брать можно, а других остатков от деления на 3 оставшегося числа конфет перед его ходом быть не может. Если же первый хотя бы раз нарушит указанное правило и оставит некратное трём число конфет, то второй игрок может этим воспользоваться и далее сам проводить выигрышную стратегию. Итак, первый своим первым ходом должен взять со стола 2, 8, 32 или 128 конфет. Рассмотрим игру, при которой каждый игрок своим ходом берёт наибольшее возможное число конфет (причём первый не забывает, что надо выигрывать).
	Ход
	Первый
	Второй
	Осталось

	1
	128
	
	372

	2
	
	256
	116

	3
	32
	
	84

	4
	
	64
	20

	5
	8
	
	12

	6
	
	8
	4

	7
	4
	
	

	Всего
	172
	328
	


Заметим, что если второй хотя бы раз возьмёт не наибольшее возможное число конфет, то первый сможет съесть больше чем 172 конфеты. Действительно, если на втором ходе второй возьмёт меньше 256 конфет, то первый сможет взять 64 или 128 конфет (смотря какой остаток от деления на 3 нужен), что сразу же даст ему лучший результат. Если на четвёртом ходе он возьмёт меньше 64 конфет, то первый вместо 8 сможет взять 16 или 32 конфеты, что тоже улучшит результат. На шестом ходе, не взяв 8 конфет, второй даёт возможность первому взять 4 или 8 конфет, что тоже не ухудшит результат.

Аналогичным образом, нетрудно убедиться, что если первый хотя бы раз сделает не максимальный из нужных ходов, второй может взять больше 328 конфет.

Указания по проверке. Если указана (и доказана) стратегия выигрыша, то даже без подсчёта числа съеденных конфет ставить 4 балла. Если при оценке количества съеденных конфет применяется “жадный” алгоритм без обоснования, и получается правильный ответ, то добавлять ещё 1 балл. Если нет выигрышной стратегии, то ставить 0 баллов, независимо от ответа и примера игры. Аргументы типа «так ходить выгоднее всего» ничего не стоят.
Математика, 11 класс, муниципальный этап
Решения и указания по проверке

Каждая задача оценивается в 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


1. Ответ: 9999. 

Решение: Если число не оканчивается на четыре девятки, то увеличив одну из последних трёх цифр на 1, мы увеличим на 1 сумму цифр, а само число увеличим не более чем на 1000. Остаётся проверить, что 9999 нам подходит. Действительно, все числа от 10000 до 12009 имеют сумму цифр, не превышающую 30, т.к. первая цифра 1, вторая не более 2, а последние три не более 9 каждая.
Указания по проверке. Только ответ с проверкой – 2 балла, без проверки – 1 балл. Решение без проверки ответа – 5 баллов.

2. Ответ: 9. 

Решение: Пусть всего было поймано S рыб. Тогда, победитель поймал S/5 рыб. Занявший 3 место – S/10, а последний – S/11. Второй поймал от S/5 до S/10, а все от 4-го до предпоследнего – от S/10 до S/11. Обозначим их количество за n. Заменяя количество пойманных рыб минимально возможным, получим, что 
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. Заменяя количество пойманных рыб максимально возможным, получаем: 
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. Итак, всего рыбаков 9. Осталось убедиться, что такое возможно. Пусть всего поймано 330 рыб. Первый поймал 66 рыб, второй 41 рыбу, третий 33 рыбы, все от 4-го до 8 по 32 рыбы, последний 30 рыб. 
Указания по проверке. Верный путь решения с арифметическими ошибками, приведшему к неправильному ответу, – 3 балла. Отсутствие проверки – минус 2 балла. Только пример – 1 балл. 
3. Ответ: Второй. 

Решение. Стратегия: если первый напишет (или умножит на) 2 или 4, то умножить на 4 или 2. Получится умножение на 8. Если первый умножит на 3, то умножить на 3. Получится умножение на 9. Таким образом, после k-го хода второго всегда получаются числа от 8k до 9k. Легко непосредственно убедиться, что после седьмого хода второго число будет больше 87 = 2097 152, т.е. больше 2010 000. За ход до этого (после хода первого) число не превышает 96*3=1594323.
Указания по проверке. Возможны другие решения. Следует внимательно читать.

4. Ответ: Два боковых рёбра равны 
[image: image18.wmf]2

sin

2

a

p

, а третье либо 
[image: image19.wmf]2

sin

2

a

p

, либо 
[image: image20.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

1

cos

2

sin

a

a

p

  
Решение: Обозначим рёбра SA, SB и SC буквами a, b и c соответственно. 
1 случай. Пусть среди этих рёбер нет равных и 
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Рассмотрим пару боковых граней с общим ребром b. 
По теореме синусов в треугольнике ABS. 
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Аналогично, в треугольнике CBS имеем: 
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Отсюда, 
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, а сами углы либо равны, либо в сумме дают 180(. Если углы равны, то в треугольниках ABS и CBS равны и третьи углы, а т.к. SB – общая, то эти треугольники равны и 
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. Противоречие. Если же углы не равны, то один из них острый, а другой – тупой. Аналогично, рассматривая другие пары боковых граней с общим ребром, получаем, что из шести углов боковых граней, примыкающих к основанию, три тупых и три острых. В треугольнике не может быть двух тупых углов, значит, в каждой боковой грани ровно один тупой угол, и против него лежит большая сторона. Отсюда, и 
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 – тупые, но один из них, по доказанному, должен быть острым. Противоречие.
2 случай. Пусть какие-то два ребра равны, например, a = b. 
Треугольник ASB – равнобедренный. 
Углы при основании равны 
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Боковые стороны по тереме синусов равны: 

[image: image29.wmf]2

sin

2

2

cos

2

cos

2

sin

2

2

cos

sin

2

90

sin

sin

sin

sin

a

a

a

a

a

a

a

a

a

p

p

p

p

SBA

p

a

=

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

°

=

Ð

=

. 
Угол SCB либо равен углу SAB (и тогда с = b), либо в сумме с ним даёт 180(, что даёт второй ответ.
Указания по проверке. Если получен только один ответ, то 1 балл. Внимание. Второй (да и первый) ответ может быть получен в разных формах, либо из тригонометрических формул, либо из теоремы Пифагора. Проверяйте внимательно.

5. Доказательство: Стратегия Васи может быть такой. Выделить 36 столбов и 36 проводов, связывающих эти столбы по циклу. Каждое утро срывать любые провода, кроме выделенных. От каждого столба всегда будут отходить два нетронутых провода, значит, электрик будет восстанавливать не более 33 проводов. Таким образом, каждый день количество невыделенных проводов уменьшается, по крайней мере, на 1. Когда же  невыделенных проводов останется меньше 34, то кроме них Вася может сорвать и выделенный провод, что заканчивает доказательство.

Указания по проверке. Идея оставлять нетронутыми некоторые провода, даже не доведённая до конца должна быть оценена в 2 балла. Школьники могут приводить конкретные стратегии срыва проводов. Вероятность правильного решения при этом мала. Надо читать внимательно. При обнаружении первой же ошибки рекомендуется ставить 0 баллов.
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